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Sommaire
Dans le but de décrire une classe d’algèbres qui, comme les algèbres inclinées amas-
sées, admettent des tranches locales dans leur catégorie de modules, Assem, Bustamante,
Dionne, LeMeur et Smith ont introduit dans [ABD+16] l’algèbre B d’extension par rela-
tions partielle.
Le but de ce mémoire est de définir une algèbre C 0 qu’on appelle répétitive d’extension
par relations partielle et un foncteur C 0  ! B qui est un revêtement de Galois, puis
d’étudier le lien entre les catégories de modules mod C 0 et modB.
Mots-clefs : revêtement galoisien, algèbre inclinée amassée, extension par relations par-
tielle, foncteur de rabaissement
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Introduction
Aux fins de mieux comprendre les algèbres amassées introduites en 2002 par For-
min et Zelevinsky [FZ02a], la catégorie amassée a fait son apparition [BMR+06a]. Les
algèbres inclinées amassées sont les algèbres d’endomorphismes des objets inclinants de
cette catégorie [BMR07]. Depuis, les algèbres inclinées amassées ont été étudiées de façon
extensive. En particulier, dans [ABS08], les auteurs démontrent que toute algèbre incli-
née amassée est une extension triviale d’une algèbre inclinée C par le C   C-bimodule
E = Ext2C(DC;C).
Dans [ABD+16], une nouvelle algèbre a été introduite : l’algèbre d’extension par
relations partielle B = C n E 0 qui est une extension triviale de l’algèbre inclinée C par
un facteur direct E 0 de E, ent tant que C   C-bimodule.
Le but de ce travail est d’étudier le lien entre la catégorie de modules modB de l’al-
gèbre d’extension par relations partielle et la catégorie de modules mod C de l’algèbre
répétitive amassée C introduite en [ABS09]. Pour ce faire, on décrit un revêtement galoi-
sien [BG82] [Gab81] de l’algèbre B par une algèbre C 0 qu’on appelle répétitive d’extension
par relations partielle. Cette algèbre est un quotient de C.
Ainsi, au Chapitre 1, on se penche sur les notions essentielles pour la compréhension
des revêtements de Galois des k-catégories et on présente le foncteur de rabaissement
associé. Par la suite, au deuxième chapitre, on décrit les algèbres inclinées amassées,
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d’extension par relations, répétitive amassée, d’extension par relations partielle, ainsi
que leurs carquois ordinaires. Finalement, le Chapitre 3 est dédié à décrire un foncteur
plein et dense entre la catégorie de modules mod C et modB qui se factorise par mod C 0
où l’algèbre C 0 est un revêtement de Galois de l’algèbre B.
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Chapitre 1
Revêtements galoisiens de k-catégories
Dans ce travail, nous nous servirons de revêtements galoisiens de certaines algèbres
de dimension finie sur un corps k algébriquement clos. L’application de la technique des
revêtements nécessite de considérer les k-algèbres comme des k-catégories. Ainsi, dans ce
premier chapitre, nous commençons par faire un court rappel, dans la Section 1.1, sur
quelques notions de base liées aux k-catégories et, par après, on donne les définitions des
k-catégories localement de dimension finie et localement bornées. Par la suite, dans la
Section 1.2, nous introduisons la notion de revêtement galoisien de k-catégories et de leurs
carquois liés associés. La fin du chapitre sera dédiée à présenter brièvement les foncteurs
de rabaissement associés aux revêtement galoisiens.
Tout au long de ce mémoire, on se fixe un corps k algébriquement clos et quand on
parle d’algèbre, on se réfère à une algèbre sur le corps k. Pour les notions d’algèbre et de
carquois utilisées dans le texte, on renvoie le lecteur à [ASS06] ou [Sch14].
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1.1 k-catégories
Définition 1.1.1. 1. [Ass97, III.1] Une catégorie C est définie par la donnée
i) d’une classe d’objets notée C0 ;
ii) pour chaque paire (x; y) d’objets de C, d’un ensemble C(x; y) de morphismes ;
iii) d’une composition, pour x; y et z dans C0,
C(x; y) C(y; z)! C(x; z)
(f; g) 7! g  f;
qui satisfait aux conditions suivantes :
a) Si, pour des objets u; v; w; x de C, on a f 2 C(u; v), g 2 C(v; w), h 2
C(w; x), alors h  (g  f) = (h  g)  f .
b) Pour chaque objet x de C, il existe un morphisme
1x 2 C(x; x)
appelé le morphisme identité sur x et tel que, si f 2 C(x; y) et g 2 C(w; x),
alors f  1x = f et 1x  g = g
2. [BG82, p.336] Une k-catégorie C est une catégorie tel que l’ensemble de morphismes
est un k-espace vectoriel et dont la composition de morphismes est k-bilineaire.
Exemple 1.1.2. 1) Pour une algèbre A, la catégorie des A-modules à droite de type
fini, notée modA, est une k-catégorie dont les objets sont les A-modules (à droite) et
les morphismes sont les morphismes de A-modules avec la composition habituelle.
2) Soit Q un carquois. La catégorie de chemins kQ est aussi une k-catégorie, ayant
comme objets les sommets du carquois Q, et comme espace vectoriel de morphismes
kQ(x; y) l’ensemble des combinaisons linéaires de chemins allant de x vers y. La
composition de morphismes est induite de la composition de chemins.
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Avant d’aborder le sujet des k-catégories localement bornées, on rappelle au lecteur
les définitions d’idéal et de quotient d’une catégorie :
Définition 1.1.3.
[Ass97, (III.6)] Soit C une k-catégorie.
1. Un idéal bilatère I de C est définie par la donnée, pour chaque paire (x; y) d’objets
de C, d’un sous-espace vectoriel I(x; y) de C(x; y) tel que :
(i) f 2 I(x; y) et g 2 C(y; z) entraînent g  f 2 I(x; z) ;
(ii) f 2 I(x; y) et h 2 C(w; x) entraînent f  h 2 I(w; y).
2. Étant donné un idéal bilatère I de C, on définit la catégorie quotient C=I comme
étant la catégorie dont les objets sont les mêmes que ceux de C, et les morphismes
de x vers y sont donnés par
(C=I)(x; y) = C(x; y)=I(x; y):
Enfin, la composition des morphismes est induite de celle de C. On verifie sans peine
que C=I est bien une k- catégorie et que le foncteur F : C ! C=I appliquant chaque
objet sur lui même et chaque morphisme f 2 C(x; y) sur sa classe f + I(x; y) 2
(C=I)(x; y) est un foncteur plein et dense.
Définition 1.1.4.
[Gab81] [BG82]
1. Une k-catégorie C est localement de dimension finie si elle satisfait aux conditions
suivantes :
(a) Deux objects distincts de C ne sont pas isomorphes ;
(b) Pour tout objet x dans C, EndC(x) est une algèbre locale ;
(c) L’espace vectoriel C(x; y) est de dimension finie pour tous x; y dans C0.
2. On dit que C est localement bornée si elle est localement de dimension finie et si
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(d) chaque x 2 C0 admet au plus un nombre fini de y 2 C0 telles que C(x; y) 6= 0
ou C(y; x) 6= 0.
Comme expliqué au début de ce chapitre, dans le but d’utiliser la technique de re-
vêtements pour des algèbres, on devra les considérer comme des k-catégories. Avant de
décrire le lien entre les deux, quelques définitions et rappels s’imposent :
On notera Q0 et Q1 respectivement l’ensemble de sommets et l’ensemble de flèches
d’un carquois Q. On définit aussi s et b des applications s; b : Q1 ! Q0 telles que, étant
donnée une flèche  de Q, le point s() est la source de , le point b() son but, et on
écrit  : x! y pour décrire une flèche de source s() = x et but b() = y. On note x le
chemin stationnaire en x.
Soient, pour un sommet x de Q, x+ l’ensemble des flèches de source x et x  l’ensemble
des flèches de but x. On dit qu’un carquois est localement fini lorsque x+ et x  sont finis
pour tout sommet x. Considérons l’idéal kQ+n de la k-catégorie de chemins kQ, dont
l’évaluation sur toute paire d’objets (x; y) est le sous-espace kQ+n(x; y) engendré par
les chemins de longueur au moins n allant de x vers y. On appelle un idéal I de kQ
admissible lorsque
1. I  kQ+2, soit que I ne contient que des combinaisons linéaires de chemins de
longueur au moins 2, et
2. pour tout x 2 Q0 il existe un nombre naturel non nul nx (ou mx) tel que I contient
tout chemin de longueur au moins nx (ou mx) dont le but (ou la source, respecti-
vement) est x. Autrement dit, lorsque
kQ+mx(x;_)  I(x;_) et
kQ+nx(_; x)  I(_; x)
Dans ce cas, on appelle la paire (Q; I) un carquois lié.
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Par ailleurs, soit C une k-catégorie localement de dimension finie. Le radical radC de
C est l’idéal qui assigne à chaque paire d’objets (x; y) le sous-espace radC(x; y) de C(x; y)
composé des morphismes non inversibles. De plus, étant donné m > 1, on définit la m-
ième puissance radmC du radC en prenant, pour radmC(x; y), le sous espace de radC(x; y)
composé de toutes les sommes finies de morphismes de la forme
x = xo
h1 // x1
h2 // x2
h3 // : : :
hm 1// xm 1
hm // xm = y
où hj 2 radC(xj 1; xj). En outre, le radical infini rad1C de C est défini comme suit :
rad1C = \m1radmC:
Finalement, un morphisme g 2 C(x; y) non nul est dit irréductible si g 2 radC(x; y),
mais g =2 rad2C(x; y).
Lemme 1.1.5.
Soit C une k-catégorie localement bornée, alors rad1C(x; y) = 0 pour toute paire d’objets
(x; y).
Démonstration. Soit x; y deux objets de C. Il existe une suite de sous-espaces vecto-
riels C(x; y)  radC(x; y)  rad2C(x; y)  : : :. Mais C(x; y) est un k-espace de dimension
finie. Donc, il existe m  0 tel que radmC(x; y) = 0. En particulier, rad1C(x; y) = 0:
Théorème 1.1.6.
[BG82] Soit (Q; I) un carquois lié avec I un idéal admissible. Alors la k-catégorie kQ=I
est localement bornée si et seulement si Q est un carquois localement fini. De plus, pour
toute k-catégorie localement bornée C, il existe un carquois Q localement fini et un idéal
admissible I tel que C = kQ=I.
7
Démonstration. Supposons que la catégorie de carquois lié kQ=I est localement
bornée, et prouvons que Q est localement fini. L’espace vectoriel de morphismes kQ(x;y)
I(x;y)
pour tous x; y 2 (kQ=I)0 correspond à l’ensemble des combinaisons linéaires de chemins
allant de x vers y n’appartenant pas à I(x; y). Cet espace vectoriel, en vertu de la condition
(c) de la Définition 1.1.4, est de dimension finie pour toute paire d’objets (x; y). Ainsi, il
existe pour chaque paire de sommets (x; y) un nombre fini de chemins entre eux. De plus,
la condition (d) de la Définition 1.1.4 dit que chaque sommet x admet au plus un nombre
fini de sommets y tel qu’il existe des chemins non nuls allant de x vers y et de y vers x.
En particulier, le nombre de flèches qui entrent et qui sortent de chaque sommet dans Q
est fini, ce qui fait de Q un carquois localement fini. Réciproquement, si le carquois Q est
localement fini, alors, par définition, pour tout x 2 Q0, il existe au plus un nombre fini
de flèches sortant de et arrivant à x. De plus, le fait que l’idéal I soit admissible garantit
une borne supérieure à la longueur de tout chemin non nul dans Q. Par conséquent, les
conditions (c) et (d) de la Définition 1.1.4 sont satisfaites. En outre, les objets de la k-
catégorie de carquois lié kQ=I étant les sommets de Q, la première condition est satisfaite.
Finalement, EndkQ=I(x) est locale du fait qu’elle est de dimension finie (car kQ=I satisfait
aux conditions (c) et (d)) et que les objets x 2 (kQ=I)0 sont indécomposables [ASS06,
(A.3.6)(b)].
Maintenant, soit C une k-catégorie localement bornée. On veut définir un foncteur
H : kQ  ! C qui soit plein et dense. Pour ce faire, on construit le carquois ordinaire QC
de C de la façon suivante :
i) (QC)0 se compose des objets de C. Ainsi, il existe une bijection d’objets
H : kQ  ! C
x 7 ! x
En particulier, H est dense.
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ii) On choisit une base de l’espace vectoriel radC(x;y)rad2C(x;y) et, pour chaque élément f +
rad2C(x; y) de cette base, on aura une flèche  : x  ! y dans Q. Ainsi, le nombre
de flèches entre x et y est égal à la dimension de radC(x;y)rad2C(x;y) .
Prenons maintenant un morphisme non nul g 2 C(x; y). En vertu du Lemme 1.1.5,
g =2 rad1C(x; y). On a que g est une combinaison linéaire de morphismes irréduc-
tibles. Posons g =
Pn
=1 igi1  gi2  : : :  git avec i 2 k et gi des morphismes
irréductibles dans C pour tout i 2 f1; : : : ; tg. Pour chaque i; j, il existe une flèche
i;j telle que gi;j = H(i;j). Ainsi, g =
Pn
=1 iH(i1) H(i2)  : : : H(it) et H
et plein.
Montrons maintenant que I = KerH est un idéal admissible. D’abord, par construc-
tion de H, on a que H(kQ+C )  radC. Alors, H(kQ+lC )  radlC pour tout l  1.
Puisque C est localement bornée, il existe, pour tous x; y 2 C0, un mx;y > 1 tel que
radmx;yC (x; y) = 0 en vertu du Lemme 1.1.5. On a ainsi, por x; y un mx;y > 1 tel
que kQ+mx;y(x; y)  I(x; y). Le nombre de y tels que C(x; y) 6= 0 étant fini, prenons
mx = supymx;y. Alors, (kQ)+mx(x;_)  I(x;_). De même, on trouve nx  1 tel que
(kQ)+nx(_; x)  I(_; x).
Il reste à montrer que I  kQ+2. Fixons une paire (x; y) d’objets de C et soit g 2
I(x; y). On peut écrire
g =
X
(:x!y)2(QC)1
 + h
avec  2 k et h 2 kQ+2(x; y). Maintenant, H(g) = 0 donneX
(:x!y)2(QC)1
f =  H(h) 2 rad2C(x; y)
d’où X
(:x!y)2(QC)1
(f + rad2C(x; y)) = 0
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dans radC(x;y)rad2C(ei;ej) , mais puisque ff + rad
2C(x; y)j : i  ! jg est une base de l’espace
radC(x;y)
rad2C(x;y) , on a  = 0 pour tout  2 (QC)1 et donc g = h 2 kQ+2(x; y).
Ainsi, pour I = KerH admissible, on obtient une équivalence de k-catégories kQC=I =
C.
On peut identifier une algèbre à une k-catégorie en considerant le spectroïde de l’al-
gèbre.
Définition 1.1.7.
Soit A une algèbre sobre et connexe. Le spectroïde de A, noté C (A), est la catégorie
définie comme suit :
i) C (A)0 = feigi est un ensemble complet d’idempotents primitifs deux à deux ortho-
gonaux de A ;
ii) C (A)(ei; ej) = eiAej, pour 1 6 i; j 6 n ;
iii) La composition de morphismes est induite de la multiplication de A :
eiAej  ejAek  ! eiAek:
Remarque 1.1.8. La catégorie C (A) ne dépend pas du choix de l’ensemble complet
d’idempotents primitifs deux à deux orthogonaux feigi. En effet, les ei sont en bijection
avec les facteurs indécomposables eiA de la decomposition en somme directe de AA et
les dits facteurs sont uniquement déterminés à isomorphisme près [ASS06, (I.4.10)].
Proposition 1.1.9.
Soit A une algèbre sobre et connexe. Alors, le spectroïde C (A) est une k-catégorie.
Démonstration. D’abord, on a que C (A)(ei; ej) = eiAej où A est une algèbre et a
donc une structure de k-espace vectoriel. Ainsi, eiAej est aussi un k-espace vectoriel. De
plus, la composition exAeyeyAez  ! exAez est k-bilinéaire pour tout ex; ey; ez 2 C (A)0.
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En effet, soient g 2 C (A)(ey; ez), f1; f2 2 C (A)(ex; ey) et ;  2 k. Ainsi, g = eyagez,
f1 = exaf1ez et f2 = exaf2ez pour ag; af1 ; af1 2 A. On veut montrer que g  (f1 + f2) =
(g  f1) + (g  f2).
g  (f1 + f2) = (ex(af1 + af2)ey)(eyagez)
= ex(af1 + af2)eyagez
= exaf1eyagez + exaf2eyagez
= (exaf1ey)(eyagez) + (exaf2ey)(eyagez)
= (g  f1) + (g  f2)
On démontre de façon semblable que (g1 + g2)  f = g1  f + g2  f pour
f 2 C (A)(ex; ey) et g1; g2 2 C (A)(ey; ez).
Dans le but de donner des exemples des notions présentées dans ce chapitre, on doit
rappeler quelques définitions additionnelles qui, de plus, seront utilisées dans la discussion
sur les revêtements à la Section 1.2. Une relation  d’un carquois Q est une combinaison
linéaire  =
Pn
i=1 !ii où les !i 2 k sont non nuls et les i sont des chemins de Q
de longueur au moins deux ayant la même source et le même but. On peut montrer
[ASS06, (II.2.9)] que si I est un idéal admissible de l’algèbre de chemins kQ avec Q fini,
il peut être engendré par un ensemble fini f1; 2; : : : ; ng de relations de Q. On note ceci
I = h1; 2; : : : ; ni.
Exemple 1.1.10. 1. Soit A = kQ=I l’algèbre donnée par le carquois fini (et donc
localement fini) Q
1
1 // 2
2 // 3
3 // 4
4 // 5
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avec I = h12; 234i admissible. A est donc, en vertu du Théorème 1.1.6, loca-
lement bornée en tant que k-catégorie.
2. Le carquois lié infini (Q; I) avec I = hii+2i pour tout i 2 Z
1 4
5
  
7
1  
: : : 3
8
  
7
^^
6
4
  
3
^^
: : :
2 5
6
^^
8
2
^^
représente une algèbre A de dimension infinie. Le carquois Q étant localement fini
et I un idéal admissible, A est, en tant que k-catégorie, localement bornée .
1.2 Revêtement galoisiens
En théorie des représentations, l’utilisation de la technique de revêtements a été ini-
tiée par Riedtman [Rie80] pour le carquois d’Auslander-Reiten d’algèbres auto-injectives
de représentation finie et par Bongartz-Gabriel [BG82], Gabriel [Gab81] pour des k-
catégories localement de dimension finie. Celle-ci a permis de ramener l’étude des re-
présentations d’une algèbre A de représentation finie à celle des représentations d’une
algèbre simplement connexe A0 appelée revêtement universel de A. Dans cette section on
définit notamment les notions de revêtement galoisien de k-catégories et de carquois liés.
On verra, entre autres, qu’un revêtement galoisien de carquois lié induit un revêtement
galoisien de la k-catégorie de carquois lié associée. Pour finir, on donne la définition du
foncteur de rabaissement associé à un revêtement galoisien qui sera utilisé au Chapitre 3
pour décrire le lien entre deux k-catégories de modules.
Définition 1.2.1.
Soient C et D deux k-catégories.
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1. Un k-foncteur F : C ! D est un foncteur tel que l’application
F : C(x; y)! D(F (x); F (y))
f 7! F (f)
est une application k-linéaire ;
2. Un k-foncteur inversible F : C ! C s’appelle automorphisme de la k-catégorie C.
Définition 1.2.2. 1. Soient Q0 et Q deux carquois. Un morphisme de carquois f :
Q0  ! Q est défini par deux fonctions f0 : Q00  ! Q0 et f1 : Q01  ! Q1 telles que
pour toute flèche  de Q0,
f0(s()) = s(f1())
f0(b()) = b(f1()):
2. Un morphisme f : Q0 ! Q est un isomorphisme si f0 et f1 sont bijectives.
3. Un isomorphisme f : Q! Q s’appelle automorphisme.
Exemple 1.2.3. 1. Soient Q un carquois. Le morphisme 1Q : Q ! Q est tel que les
applications f0 : Q0 ! Q0 et f1 : Q1 ! Q1 sont les applications identité.
2. Considérons le carquois Q0 suivant
:::
 1

(1; 1)
0

(2; 1) 1oo
(1; 0)
1 
(2; 0)
0oo
:::
et le carquois Q
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1 99
oo 2
On obtient un morphisme de carquois en posant, pout tout i 2 Z
f0 :Q
0
0 ! Q0
(1; i) 7! 1
(2; i) 7! 2
f1 :Q
0
1 ! Q1
i 7! 
i 7! :
Définition 1.2.4. 1. Un morphisme de carquois lié f : (Q0; I 0)  ! (Q; I) est un mor-
phisme de carquois f : Q0  ! Q qui préserve les relations, c’est-à-dire que pour
0 2 I 0 on a que f(0) 2 I ;
2. Un morphisme de carquois lié f : (Q0; I 0)  ! (Q; I) est un revêtement de carquois
liés si les conditions suivantes sont satisfaites :
(a) Pour tout x 2 Q0, on a f 1(x) 6= ; ;
(b) pour tout x 2 Q0 et x0 2 f 1(x), le morphisme f induit des bijections
x0+ ! x+ et
x0  ! x ;
(c) pour toute paire d’objets x; y dans Q0, pour toute relation  2 I(x; y), et tout
x0 2 f 1(x), il existe y0 2 f 1(y) et 0 2 I 0(x0; y0) tels que f(0) = .
Définition 1.2.5.
Un k-foncteur F : C  ! D entre deux k-catégories est un revêtement (ou k-foncteur
couvrant) si
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1. pour tout objet x dans D, on a F 1(x) 6= ; ;
2. les applications induites M
y2F 1(a)
C(x; y)  ! D(Fx; a)
M
y2F 1(a)
C(y; x)  ! D(a; Fx)
sont des bijections pour tout x 2 C0 et tout a 2 D0.
Etant donné un objet x de D, l’ensemble F 1(x) = fx0 2 C0jF (x0) = xg est appelé la
fibre de F en x.
Exemple 1.2.6. 1. Soient les carquois sans relations Q0
(2; 1) 1
//
1{{
(1; 1)
(3; 1)
1

(4; 2)
2
cc
(4; 1)
1
##
(3; 2)
2
OO
(1; 2) (2; 2)
2oo
2
;;
et Q
3
 // 4


2

OO

// 1
Le morphisme de carquois f : Q0  ! Q défini par
f0(n; i) = n;
f1(1) = ; f1(2) =  + 
f1(i) = ; f1(i) =  et f1(i) = 
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pour n 2 f1; 2; 3; 4g et tout i 2 f1; 2g est un revêtement de carquois. Dans cet
exemple, la condition (c) de la Définition 1.2.4(2) est trivialement vérifiée, car I 0
est nul. Posons C = kQ0 et D = kQ. Le k-foncteur F : C  ! D est un revêtement
de k-catégories.
2. Soit Q0 le carquois
(1; 1)
1
//
1

1
))
(1; 2)
2
oo
2

2
uu
(2; 1)
1

(3; 1)
1 ))
(3; 2)
2uu
(2; 2)
2

(4; 1) (4; 2)
lié par l’idéal I 0 engendré par toutes les relations de commutativité possibles et Q
le carquois
1



  


2
 
3
  
4
lié par l’idéal I = h   i. Le morphisme de carquois liés f : (Q0; I 0)  ! (Q; I)
donné par
f(n; i) 7! n
f(i) 7! 
f(i) 7! 
f(i) 7! 
f(i) 7! 
f(i) 7! 
pour tout n 2 f1; 2; 3; 4g et tout i 2 f1; 2g est un revêtement de carquois liés. Si
on pose C = kQ0=I 0 et D = kQ=I, le k-foncteur F : C  ! D est un revêtement de
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k-catégories.
Proposition 1.2.7.
[LM06, (6.2.6)(6.2.7)] Soit f : (Q0; I 0)  ! (Q; I) un morphisme de carquois lié et soit F :
(kQ0=I 0)  ! (kQ=I) le foncteur induit de f entre les k-catégories associés aux carquois
liés (Q0; I 0) et (Q; I). Alors, si f est un revêtement de carquois liés, F : (kQ0=I 0)  !
(kQ=I) est un revêtement de k-catégories. Réciproquement, si F est un revêtement de
k-catégories, le morphisme de carquois liés f est un revêtement de carquois liés.
Définition 1.2.8.
Soit C une k-catégorie et G un groupe d’automorphismes k-linéaires de C. On dit que
l’action de G sur C est
1. libre si gx 6= x pour tout objet x dans C0 et tout g 6= 1G dans G ;
2. localement bornée si pour chaque paire d’objets (x; y) dans C, il n’existe qu’un
nombre fini de g 2 G tels que C(x; gy) = C(g 1x; y) 6= 0.
Définition 1.2.9.
Soit C une k-catégorie et G un groupe d’automorphismes k-linéaires de C. La k-catégorie
d’orbites C=G est définie comme suit :
1. Les objets de C=G sont les G-orbites des objets de C ;
2. Pour a; b 2 (C=G)0, le k-espace vectoriel de morphismes (C=G)(a; b) est défini par
(C=G)(a; b) = f(fx;y) 2
M
(x;y)2ab
C(x; y) j gfx;y = fgx;gy pour tous g 2 G; x 2 a; y 2 bg
Pour toutes orbites a; b; c dans (C=G)0, la composition hf des morphismes fa;b : a  ! b
et hb;c : b  ! c dans C=G est définie, pour (x; z) 2 a  c fixes et y 2 b, par (h  f)a;c =P
y2b hy;z  fx;y.
Proposition 1.2.10.
[Gab81, (3.1)] Soient C une k-catégorie localement de dimension finie et G un groupe
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d’automorphismes dont l’action sur C est libre et localement bornée. Alors, la k-catégorie
d’orbites C=G est localement de dimension finie et la projection canonique F : C  ! C=G
est un revêtement tel que Fg = F pour tout g 2 G. De plus, pour tout k-foncteur E :
C  ! D tel que Eg = E pour tout g 2 G, il existe un unique k-foncteur H : C=G  ! D
tel que le diagramme suivant commute :
C E //
F

D
C=G
H
>>
Le revêtement F : C  ! C=G envoie un objet x de C vers sa G-orbite et envoie un
morphisme h 2 C(x; y) vers la famille de morphismes Fh telle que Fhg1x;g2y = gh ou
Fhg1x;g2y = 0 selon que g1 = g2 ou g1 6= g2 dans G.
On est maintenant en mesure de définir un revêtement galoisien de k-catégories.
Définition 1.2.11.
On appelle revêtement galoisien de groupe G (ou G-revêtement galoisien) un foncteur F :
C  ! D tel que E = Eg pour tout g 2 G et que l’on a un isomorphisme H : C=G  ! D
satisfaisant à E = HF .
Puisque les conditions dans la définition précédente ne sont pas toujours facilement
vérifiables dans des exemples concrets, on donne à la Proposition 1.2.13 plus bas, une
caractérisation alternative d’un G-revêtement galoisien de k-catégories qui s’appuie sur
le lien entre ce dernier et le revêtement galoisien du carquois lié associé.
Définition 1.2.12.
Soient (Q0; I 0) et (Q; I) deux carquois liés. Un revêtement galoisien du carquois lié (Q; I)
est un revêtement de carquois lié f : (Q0; I 0)  ! (Q; I) avec un groupe G d’automor-
phismes de (Q0; I 0) tel que :
18
1. l’action de G sur Q00 est libre ;
2. fg = f pour tout g 2 G et f(x) = f(y) si et seulement si, il existe g 2 G tel que
y = g(x) ;
3. I est un idéal engendré par les éléments de la forme f(0), où 0 2 I 0.
Comme dans le cas des revêtements (Proposition 1.2.7), le foncteur entre k-catégories
induit par un G-revêtement galoisien de carquois lié, en plus d’être un revêtement, est
un G-revêtement galoisien des k-catégories associées [LM06, (6.2.16)].
Proposition 1.2.13.
[Gab81, (3.1)] Soit C une k-catégorie localement de dimension finie, G un groupe d’au-
tomorphismes dont l’action sur C est libre et localement bornée, F : C  ! C=G un
revêtement et E : C  ! D un k-foncteur tel que E = Eg pour tout g 2 G. Alors, E est
un revêtement galoisien si et seulement si
1. E est surjectif sur les objets de D ;
2. G agit de façon transitive sur la fibre de E, c’est-à-dire que, pour tout x 2 D0 et
tous x0; y0 2 E 1(x), il existe g 2 G tel que gx0 = y0.
On peut donc voir un G-revêtement galoisien F : C  ! D comme un revêtement de
k-catégories pour lequel la fibre de E en u, pour u un objet ou un morphisme de D, est
la G-orbite de u, avec G un groupe d’automorphismes dont l’action sur C est libre et
localement bornée.
Exemple 1.2.14. 1. Soient le carquois lié (Q0; I 0)
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:::
 1

(1; 1)
0

(2; 1) 1oo
(1; 0)
1 
(2; 0)
0oo
:::
avec I = hii+1i pour tout i 2 Z et le carquois lié (Q; I)
1 99 2
oo
avec I = h2i. On prend f : (Q0; I 0)  ! (Q; I) le morphisme de carquois lié défini
à l’Exemple 1.2.3(2). On fixe un automorphisme du carquois lié (Q0; I 0) défini, pour
tout i 2 Z et n 2 f1; 2g, par
g : (Q0; I 0)! (Q0; I 0)
(n; i) 7! (n; i+ 1)
i 7! i+1
i 7! i+1:
Ainsi, étant donné l’action du groupe cyclique hgi sur (Q0; I 0), f est unG-revêtement
galoisien et F : kQ0=I 0  ! kQ=I est un G-revêtement galoisien de k-catégories.
2. Le morphisme de carquois f : (Q0; I 0)  ! (Q; I) dans l’Exemple 1.2.6(1) avec
I = hi et I 0 = h111; 222i est un revêtement de carquois liés, mais f n’est
pas un revêtement galoisien de groupe Z2, du fait que f(1) 6= f(2).
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1.2.1 Foncteur de rabaissement
Pour le reste du chapitre, on suppose que les algèbres sont, en tant que k-catégories,
localement de dimension finie. Pour une algèbre A = kQ=I, on considère M 2 modA
comme un foncteur covariant :
A  ! modk
(ei 2 A0) 7!Mei
(u 2 A(ei; ej)) 7!

Mei !Mej
m 7! mu

Dans les exemples, on identifie un module M 2 mod(kQ=I) à une représentation du
carquois lié (Q; I) (voir par exemple [ASS06, (III.1)] ou [Sch14, (1.1.2)]). À chaque G-
revêtement galoisien d’algèbres, Bongartz et Gabriel [BG82, (3.2)], [Gab81, (2.7)] asso-
cient un foncteur de rabaissement entre leurs catégories de modules.
Définition 1.2.15.
Soit F : A0 = (kQ0=I 0)  ! A = (kQ=I) un G-revêtement galoisien d’algèbres localement
de dimension finie, alors le k-foncteur
F : modA0  ! modA
est un foncteur de rabaissement défini, pour un A0-module M , de la façon suivante :
1. Pour tout a 2 Q0,
F(M)(a) =
M
x2F 1(a)
M(x)
où la fibre de a, F 1(a) = fx 2 Q00jF (x) = ag, est une G-orbite.
2. Soit  : a  ! b dans Q1. Pour tout x 2 F 1(a), il existe une unique x : x  ! y
et x 2 F 1() avec y 2 F 1(b) et M(x) : M(x)  ! M(y). Supposons que
x0 2 F 1(a) et x0 : x0  ! y0 dans F 1(). Si x0 6= x, alors y0 6= y. On pose
F(M)() :
M
x2F 1(a)
M(x) :
M
x2F 1(a)
M(x)  !
M
x2F 1(b)
M(y)
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Remarque 1.2.16. [BG82, (3.2)]Le foncteur de rabaissement F : modA0  ! modA
associé à un revêtement de Galois F : A0  ! A
1. est exact
2. adjoint à gauche d’un foncteur de relèvement F : modA  ! modA0.
Exemple 1.2.17.
Soit (Q0; I 0) le carquois lié
(1; 0)
0 ##
(1; 1)
1
:::
##
(2; 1)
 1
:::
::
(2; 0)
0
;;
(2; 1)
avec I 0 = hiii et (Q; I) le carquois lié
1

		
2

HH
avec I = hi. Considérons le Z-revêtement galoisien F : kQ0=I 0  ! kQ=I et prenons
M le (kQ0=I 0)-module suivant :
0

k
1:::

0
:::

0
:::
@@
k
1
@@
k
@@
0
Alors, F(M) est le (kQ=I)-module
k h
1 0
i



k2
240
1
35 HH
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Chapitre 2
Revêtement galoisien de l’algèbre
d’extension par relations partielle
Tout au long de ce chapitre, on suppose que les algèbres sont sobres et connexes.
Ces deux dernières hypothèses ne sont pas aussi restrictives qu’on pourrait le penser.
En effet, premièrement, étant donnée une k-algèbre de dimension finie A, il est possible
de lui associer une k-algèbre de dimension finie et sobre A0 qui est Morita-équivalente
à A, c’est-à-dire telle qu’il existe une équivalence k-linéaire E : modA ! modA0, voir
[ASS06, I.6.10]. Deuxièmement, en lien avec la connexité d’une k-algèbre A, supposons
A = A1 A2 avec A1; A2 deux k-algèbres, alors, en vertu de [Ass97, VI.3.5] il existe une
équivalence de k-catégories modA = modA1  modA2. Ainsi, dans le but d’étudier la
catégorie des A-modules, on peut supposer, sans perte de généralité, que A est sobre et
connexe.
On donne dans le présent chapitre les définitions des différentes algèbres dont on se
sert au Chapitre 3 et on explique la construction de leurs carquois liés. Puis, on construit
un revêtement galoisien des algèbres qui nous intéressent ce qui nous permettra de définir
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au prochain chapitre le foncteur de rabaissement entre leurs catégories de modules.
2.1 Algèbres inclinées amassées
Suite à l’introduction des algèbres amassées par Formin et Zelevinsky [FZ02b] et leur
étude subséquente, les algèbres inclinées amassées ont fait leur apparition [BMR07]. Dans
cette section, on définit ces algèbres, puis on s’intèresse, dans un premier moment à la
Section 2.2, à la caractérisation des algèbres inclinées amassées en tant qu’extensions
triviales, dans un deuxième moment, à leurs carquois liés et, finalement, à la Section 2.3,
à leur lien avec l’algèbre répétitive amassée définie au début de cette même section.
Tout d’abord, on définit la catégorie amassées introduite dans [BMR+06a]. Soit A une
algèbre héréditaire et Db(modA) la catégorie dérivée des complexes bornés de modules
dans modA. Cette catégorie est triangulée et il existe deux morphismes de Db(modA) :
un foncteur [1] appellé décalage et la translation d’Auslander-Reiten  . Soit F =  1[1]
le foncteur défini par la composition de ces deux. La catégorie amassée CA de A, voir
[BMR+06a] est définie comme étant la catégorie d’orbites
CA = Db(modA)=F
dont les objets sont les F -orbites des objets dans Db(modA). Pour tout x 2 Db(modA),
on note ~x = (F ix)i2Z sa F -orbite. Alors, pour deux objets ~x et ~y dans CA, on définit
CA(~x; ~y) =
M
i2Z
Db(modA)(x; F iy):
La catégorie amassée CA admet une structure triangulée induite de celle de Db(modA).
On note D = Homk(_; k) la dualité habituelle entre modA et modAop.
Définition 2.1.1.
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Soit CA la catégorie amassée d’une algèbre héréditaire A. Un objet ~t de CA est dit inclinant
lorsque
1. Ext1CA(~t; ~t) = CA(~t; ~t[1]) = CA(~t; ~t) = 0 ;
2. le nombre de facteurs directs non-isomorphes de ~t est égal au nombre de A-modules
simples.
Définition 2.1.2.
Soit ~C une algèbre et Q un carquois fini et acyclique. Alors ~C est inclinée amassée de
type Q s’il existe un objet inclinant ~t dans CkQ tel que ~C = EndCkQ(~t).
2.2 Algèbre d’extension par relations
On commence par rappeller au lecteur la définition d’extension triviale.
Définition 2.2.1.
Soient C une algèbre de dimension finie et CMC un C C-bimodule. L’extension triviale
de C par M , notée C nM , est l’algèbre définie comme suit :
1. C nM est isomorphe, en tant que k-espace vectoriel à
C M = f(c;m)jc 2 C;m 2Mg;
2. la multiplication de deux éléments (c;m) et (c0;m0) de C nM est donnée par
(c;m)(c0;m0) = (cc0; cm0 +mc0)
pour c; c0 2 C et m;m0 2M .
Dans [ABS08], les auteurs introduissent un cas particulier d’extensions triviales qui
sert à caractériser les algèbres inclinées amassées.
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On rappelle au lecteur qu’une algèbre A dont le carquois ordinaire QA n’a pas de
cycle orienté est appelée une algèbre triangulaire.
Définition 2.2.2.
Soit C une algèbre triangulaire de dimension globale au plus deux, alors son extension
par relations est l’algèbre C n Ext2C(DC;C).
La structure de C   C-bimodule sur Ext2C(DC;C) est donnée par
a(Ext2C(DC;C)b = Ext
2
C(D(Cb); aC)
pour a; b 2 C.
On rappelle au lecteur qu’un sous-ensemble R = f1; : : : ; tg de [x;y2(QC)0exIey est
appellé un système de relations de C = kQC=I si R, mais aucun sous-ensemble propre
de R, engendre I en tant qu’idéal de kQC , (voir [Bon83]).
Le nom d’extension par relations vient du fait que, comme on discute en détail plus
loin, le carquois ordinaire QCnExt2C(DC;C) de l’extension par relations est obtenu à partir du
carquois ordinaire QC de l’algèbre originale en ajoutant, pour chaque paire de sommets
(x; y) et chaque relation allant de y vers x, une flèche x  ! y .
Le carquois de C n Ext2C(DC;C)
Théorème 2.2.3.
[ABS08, 2.6] Soient C = kQC=I une algèbre triangulaire de dimension globale au plus
2 et R un système de relations pour C. Le carquois de l’extension par relations C n
Ext2C(DC;C) est construit de la façon suivante :
1. (QCnExt2C(DC;C))0 = (QC)0
2. Pour x; y 2 (QC)0, l’ensemble de flèches dans QCnExt2C(DC;C) ayant de x vers y est
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l’ensemble de flèches dans QC de x vers y ( anciennes flèches) plus jR \ (eyIex)j
flèches additionnelles ( nouvelles flèches).
Il reste à décrire les relations dans QCnExt2C(DC;C). On fera ceci tout de suite après
avoir énoncé le résultat principal de [ABS08] présenté dans le théorème suivant :
Théorème 2.2.4.
[ABS08, 3.4] Une algèbre ~C est inclinée amassée de type Q si, et seulement si, il existe
une algèbre inclinée C de type Q telle que ~C soit l’extension par relations de C.
On explique maintenant comment trouver le système de relations pour le carquois
Q ~C de l’algèbre inclinée amassée ~C = C n Ext2C(DC;C). Soient C = kQC=I une algèbre
triangulaire de dimension globale au plus 2 et R = f1; : : : ; tg un système de relations
pour C. À la relation i allant de xi vers yi, correspond, en vertu du Théorème 2.2.3, une
flèche i : yi  ! xi. Le potentiel de Keller sur ~C est l’élément
! =
tX
i=1
ii
de kQ ~C . Pour une flèche  donnée, la dérivée partielle cyclique @ de ! par rapport à 
définie sur chaque facteur cyclique 1 : : : m de ! est
@(1 : : : m) =
X
i=
i+1 : : : m1 : : : i 1:
L’algèbre Jacobienne J (Q ~C ; !) est donnée par le quotient de kQ ~C par l’idéal engendré
par les dérivées partielles cycliques @! du potentiel de Keller ! par rapport à toutes les
flèches  dans Q ~C , voir ([KVdB11, (5.2)]). Dans [AGST16], les auteurs démontrent que
l’extension par relations ~C d’une algèbre triangulaire C de dimension globale au plus 2
est isomorphe à J (Q ~C ; !)=J où J est le carré de l’idéal de J (Q ~C ; !) engendré par les
nouvelles flèches. En particulier, si C est inclinée, alors ~C = J (Q ~Q; !), voir ([BFP+10,
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4.22], [BL05, p.17]). En d’autres termes, si C est inclinée, le carré J de l’idéal engendré
par les nouvelles flèches est contenu dans l’idéal engendré par toutes les dérivées partielles
cycliques du potentiel de Keller. Ceci donne un système de relations pour l’algèbre inclinée
amassée.
Remarque 2.2.5. L’ensemble de relations donné par les dérivées partielles cycliques
du potentiel de Keller n’est pas en général un système de relations minimales. Suivant
[BMR06b], on dit qu’une relation  est minimale si, lorsque  =
P
i iii, où i est
une relation pour tout i, alors il existe un indice i tel que i et i sont des scalaires. En
d’autres termes, une relation est minimale dans un carquois lié (Q; I) si et seulement si
elle est un élément de I qui n’est pas dans (kQ+)I + I(kQ+), où kQ+ est l’idéal bilatère
de kQ engendré par toutes les flèches dans Q.
Exemple 2.2.6. 1. Soit C l’algèbre inclinée donnée par le carquois QC
2
  
4 1oo
3

^^
lié par les relations  = 0 et  = 0.
Des Théorèmes 2.2.3 et 2.2.4 on a que le carquois Q ~C de l’algèbre inclinée amassée
~C est
2
  
4

77

''
1oo
3

^^
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où les nouvelles flèches sont  et . Le potentiel de Keller est donc ! =  +
. Calculons ses dérivées partielles cycliques : @(!) = ; @(!) = ; @(!) =
; @(!) = ; @(!) =  + .
Alors, les relations héritées de QC sont  = 0 et  = 0, et les nouvelles rélations
sont  =  = 0 et  +  = 0.
2. Soit C donnée par le carquois QC
1  // 2
 // 3
 // 4
avec la relation  = 0. Alors ~C est donnée par le carquois
1  // 2
 // 3
 // 4

ll
dont les relations, obtenues à partir des dérivées partielles cycliques du potentiel
de Keller ! = , sont  = 0;  = 0;  = 0 et  = 0.
À la Section 2.4 on se sert de la notion de décomposition en somme directe du potentiel
de Keller. On définit d’abord une relation , qui est réflexive et symétrique, entre les
cycles orientés qui sont termes de ! : on pose c1  c2 lorsqu’une flèche  appartient à la
fois au cycle c1 et au cycle c2. Soit maintenant  sa fermeture transitive, c’est-à-dire que
c1  cn si et seulement s’il existe une suite c1; c2; : : : ; cn telle que ci  ci+1 pour 1 6 i < n.
Deux cycles c1 et c2 sont indépendants si c1 6 c2 et dépendants lorsque c1  c2. Ainsi,
une décomposition ! = !0 + !00 est dite directe, et est notée ! = !0  !00 si, pour tout
cycle c1 dans !0 et pour tout cycle c2 dans !00, on a que c1 est indépendant de c2.
Exemple 2.2.7. 1. Dans l’Exemple 2.2.6(1), les deux facteurs de ! = +  sont
dépendants et la somme n’est pas directe.
2. [ABD+16, (Ex.1.4.3)] Soit C donnée par le carquois
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2

  
1 4

^^
  
3

^^
lié par  = 0 et  = 0. Alors, ~C est donné par le carquois
2

  
1
 //

// 4

^^
  
3

^^
et le potentiel de Keller a une décomposition en somme directe ! =   .
2.3 L’algèbre répétitive amassée
Soient C une algèbre inclinée. On définit l’algèbre répétitive amassée comme étant
l’algèbre localement de dimension finie sans identité
C =
266666664
: : : 0
: : : C 1
E0 C0
E1 C1
0
: : :
: : :
377777775
dont les matrices ont seulement un nombre fini de coefficients non nuls, Ci = C et Ei =
Ext2C(DC;C) pour tout i 2 Z et tous les autres coefficients sont nuls. La multiplication
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dans C est induite de celle de C, de la structure de C  C-bimodule de Ext2C(DC;C) et
de l’application nulle Ext2C(DC;C)
 Ext2C(DC;C)  ! 0.
Soit fe1; : : : ; eng un ensemble complet d’idempotents primitifs deux à deux orthogo-
naux de C. Si C est vue en tant que k-catégorie, ses objets sont les em;i où m 2 Z et
i 2 f1; : : : ; ng et l’espace vectoriel de morphismes est défini comme suit :
C(em;i; er;j) =
8<:
eiCej si m = r
eiExt2C(DC;C)ej si m = r + 1
0 sinon
On note  C l’automorphisme de C induit par l’application définie pour tout (m; i) 2
Z f1; : : : ; ng par
 C(em;i) = em+1;i:
Alors, l’action du groupe cyclique infini h Ci engendré par  C est libre et localement
bornée.
Considérons la catégorie d’orbites C=h Ci dont les objets em;i, pour m 2 Z et i 2
f1; : : : ; ng, sont les h Ci-orbites des objets em;i de C, et dont les espaces vectoriels des
morphismes, selon la Définition 1.2.9, sont donnés par
 
C=h Ci

(em;i; er;j)
= f(fea;i;eb;j) 2
M
(a;b)2ZZ
C(ea;i; eb;j) j  Cfea;i;eb;i = fea+1;i;eb+1;i pour (a; b) 2 Z Z;
i 2 f1; : : : ; ng;
j 2 f1; : : : ; ngg
=

(fei;ej) 2 (eiCej  eiExt2C(DC;C)ej) j i 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; : : : ; ng
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Ainsi, C=h Ci = C n Ext2C(DC;C) et, par conséquent, au vu de la Définition 1.2.11,
le foncteur G : C  ! ~C est un h Ci-revêtement galoisien.
C G //
F

~C
C=hi

==
Le carquois de C
La construction du carquois de l’algèbre répétitive amassée C suit du Théorème 2.2.3
et du fait que C est un revêtement galoisien de ~C.
Proposition 2.3.1.
Soit C = kQC=I une algèbre inclinée et R un système de relations pour C. Le carquois
Q C de l’algèbre répétitive amassée C est construit de la façon suivante :
1. (Q C)0 = (QC)0  Z = f(x; i)jx 2 (QC)0; i 2 Zg.
2. Pour (x; i); (y; j) 2 (Q C)0, l’ensemble de flèches de (x; i) vers (y; j) est égal à
(a) l’ensemble de flèches de x vers y dans QC si i = j, plus
(b) jR \ eyIexj nouvelles flèches si i = j + 1,
et est vide sinon.
Ainsi, le carquois Q C de C peut être vu comme étant une infinité de copies (QCi)i2Z
du carquois C, reliées par des flèches additionnelles allant de QCi+1 vers QCi . Finalement,
les relations sont relevées de celles de ~C, soit que, pour tout  2 I C , il existe au moins
un 0 2 I ~C tel que  = F 1(0).
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Exemple 2.3.2. 1. Soient QC et Q ~C comme dans l’exemple 2.2.6(2), alors l’algèbre C
est donnée par le carquois infini
:::
(1; 0)
(;0) // (2; 0)
(;0) // (3; 0)
(;0) // (4; 0)
(;0)
kk
(1; 1)
(;1) // (2; 1)
(;1) // (3; 1)
(;1) // (4; 1)
(;1)
ll
:::
(;2)
kk
dont les relations, pour tout i, sont
(; i)(; i)(; i) = 0,
(; i+ 1)(; i+ 1)(; i) = 0,
(; i+ 1)(; i)(; i) = 0,
(; i)(; i)(; i) = 0.
2. Soit C l’algèbre inclinée donnée par le carquois QC
1 4

  
3

  

^^
2 5

^^
lié par les relations  = 0 et  = 0. Alors, le carquois Q ~C de l’algèbre ~C est
1  // 4

  
3

  

^^
2 
// 5

^^
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dont les relations sont  = 0,  = 0,  = 0,  = 0,  = 0 et  = 0.
Finalement, le carquois Q C de l’algèbre répétitive amassée C est
(5; 1)
 1 %%
(2; 1)  1 // (5; 0)
0 ##
(2; 0) 0
// (5; 1)
1 ##
(2; 1)
: : : (3; 1)
 1 %%
 1
99
(3; 0)
0 ##
0
;;
(3; 1)
1 ##
1
;;
: : :
(4; 1)
 1
99
(1; 1)
 1
// (4; 0)
0
;;
(1; 0)
0
// (4; 1)
0
;;
(1; 1)
avec les relations
(; i)(; i) = 0,
(; i)(; i) = 0,
(; i)(; i+ 1) = 0,
(; i)(; i) = 0,
(; i)(; i+ 1) = 0,
(; i)(; i) = 0
pour tout i 2 Z.
2.4 Algèbre B d’extension par relations partielle
Dans [ABD+16], les auteurs démontrent que la décomposition en somme directe du
potentiel de Keller ! = !0  !00 de l’extension par relations d’une algèbre triangulaire
C de dimension globale au plus deux induit une décomposition en somme directe du
C   C-bimodule Ext2C(DC;C) = E = E 0  E 00. Dans [ABS08, (2.4)] on démontre que si
~C = kQ ~C=
~I, les classes des nouvelles flèches, soit celles dans (Q ~C)1 n (QC)1 (modulo ~I),
engendrent E en tant que C   C-bimodule. Pour un facteur direct !0 du potentiel ! de
kQ ~C , on définit E
0 comme étant le sous-bimodule de E engendré par les classes de flèches
dans (Q ~C)1 n (QC)1 qui apparaissent dans un cycle de !0. Pour une justification de cette
définition, on réfère le lecteur au Lemme 1.2.1 de [ABS08]. On appelle E 0 le bimodule de
relations partiel associé à !0.
34
Dans ce contexte, on peut aborder l’étude des algèbres appelées d’extension par rela-
tions partielle.
Définition 2.4.1.
Soit C une algèbre triangulaire de dimesion globale au plus 2 et E 0 le bimodule de
relations partiel du C  C-bimodule E = Ext2C(DC;C) associé au facteur direct !0 de la
décomposition en somme directe du potentiel de Keller !. L’extension triviale B = CnE 0
est appelée l’algèbre d’extension par relations partielle.
Proposition 2.4.2.
[ABD+16, p.11] Avec la notation précédente, on a que ~C = B n E 00
Au vu de cette proposition, les algèbres d’extension par relations partielle peuvent être
vues comme un type intermédiaire d’algèbres entre les algèbres triangulaires de dimension
globale au plus 2 et leurs extensions par relations. En particulier, lorque C est une algèbre
inclinée, B = C n E 0 peut être considérée comme intermédiaire entre l’algèbre inclinée
et l’algèbre inclinée amassée.
Le carquois de B
Soit C = kQC=I. Notre but est de décrire le carquois lié de l’algèbre d’extension
par relations partielle B = C n E 0 lorsque la décompostion en somme directe de E
est induite d’une décomposition en somme directe du potentiel de Keller associée à un
système minimal de relations de I. Il suit de [ABS08, (2.4)] que les nouvelles flèches dans
Q ~C engendrent la coiffe du C C-bimodule E. On peut faire une partition de l’ensemble
des nouvelles flèches telle que les sous-ensembles f01; : : : ; 0sg et f001; : : : ; 00t g engendrent
les coiffes de E 0 et de E 00 respectivement.
Exemple 2.4.3.
Soient ~C comme dans l’Exemple 2.2.7. La somme directe ! =    induit une
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décomposition directe E = E 0  E 00 où E 0 = hi = f; ; ; g et E 00 = hi =
f; ; ; g.
Proposition 2.4.4.
[ABD+16, (2.2.1)] Soit C = kQ=I une algèbre triangulaire de dimension globale au plus
2, ~C = CnExt2C(DC;C) son extension par relations, ! le potentiel de Keller associé à un
système minimal de relations de I, et J le carré de l’idéal de J = (Q ~C ; !) engendré par
les nouvelles flèches. Supposons que ! se décompose en somme directe et que E = E 0E 00
est la décomposition directe correspondante du C  C-bimodule, alors 001; : : : ; 00t sont les
nouvelles flèches qui engendrent la coiffe de E 00 et J 0 = J +
Pt
i=1
~C00i ~C. Alors,
C n E 0 = J (Q ~C ; !)=J 0
Démonstration. Soit B = C n E 0. En vertu de la Proposition 2.4.2, on a que
B = ~C=E 00. Par définition, E 00 est le sous-bimodule de Ext2C(DC;C) engendré par les
classes des flèches 001; : : : ; 00t . Ainsi, le résultat découle du fait que ~C = J (Q ~C ; !)=J .
Par conséquent, B est donnée par le carquois lié obtenu du carquois Q ~C en enlevant
les flèches 00i du carquois ordinaire et en enlevant des relations tout chemin contenant une
telle flèche. Soient !0 =
Ps
i=1 
0
i
0
i et !00 =
Pt
i=1 
00
i
00
i où 0i et 00j sont les nouvelles flèches
et 0i; 00j les éléments du système minimal de relations R associés à 0i et 00j respectivement.
Alors, la coiffe de E 0 est engendrée par les 0i et la coiffe de E 00 est engendrée par les 00j .
Corollaire 2.4.5.
[ABD+16, (2.2.2)] Avec la notation précédente, le carquois lié (QB; IB) de B = C n E 0
est comme suit :
1. (QB)0 = Q0 = (Q ~C)0 ;
2. (QB)1 = (Q ~C)1 n f001; : : : ; 00t g = Q1 [ f01; : : : ; 0sg ;
3. l’idéal IB est engendré par les dérivés partielles cycliques de !0, les relations 001; : : : ; 00t
et J .
36
Exemple 2.4.6.
Soient QC etQ ~C comme dans l’Exemple 2.3.2(2). Le potentiel de Keller est ! = +
avec !0 =  et !00 =  indépendants, d’où ! = !0  !00. Posant E 0 = Ext2C(I1; P4)
et E 00 = Ext2C(I2; P5), E = E 0  E 00 est une décomposition en somme directe associée à
la décomposition de ! décrite auparavant. Ainsi, l’algèbre B = C nE 0 est donnée par le
carquois
1  // 4

  
3

  

^^
2 5

^^
lié par  = 0,  = 0,  = 0 et  = 0.
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Chapitre 3
Catégories de modules
Le but de ce dernier chapitre est d’étudier le rapport entre la catégorie de modules
modB de l’algèbre d’extension par relations partielle et la catégorie de modules mod C 0
de l’algèbre répétitive d’extension par relations partielle C 0 définie à la Section 3.1.
3.1 L’algèbre répétitive d’extension par relations par-
tielle
Dans la Section 2 de [ABS09] on étudie la relation entre la catégorie dérivée Db(modA)
et la catégorie de modules mod ~C. Le résultat principal de la dite section est présenté
dans le théorème suivant :
Théorème 3.1.1.
[ABS09, (Théorème 2.4)] [ABD+16, (2.3.4)] Il existe un diagramme commutatif de fonc-
teurs pleins et denses
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Db(mod A)


Hom
Db(modA)(
L
i2Z F
it;_)
// mod C
F

CA
Hom(~t;_)
// mod ~C
où F est le foncteur de rabaissement associé au revêtement galoisien F : C  ! ~C.
Définition 3.1.2.
On appelle algèbre répétitive d’extension par relations partielle, notée C 0, l’algèbre loca-
lement de dimension finie sans identité
C 0 =
266666664
: : : 0
: : : C 1
E 00 C0
E 01 C1
0
: : :
: : :
377777775
dont les matrices ont un nombre fini de coefficients non nuls, Ci = C et E 0i = E 0 pour tout
i 2 Z, où E 0 est un C C-sous-bimodule de Ext2C(DC;C) tel que Ext2C(DC;C) = E 0E 00
est une décomposition en somme directe induite d’une décomposition en somme directe
du potentiel. La multiplication dans C 0 est induite de celle de C, de la structure de
C   C-sous-bimodule de E 0 et de l’application nulle E 0 

C
E 0  ! 0.
Remarque 3.1.3. De façon analogue au cas de l’algèbre répétitive amassée C et l’algèbre
amassée ~C, on a que F 0 : C 0  ! B est un hi-revêtement galoisien, où hi est le groupe
cyclique engendré par l’automorphisme  de C 0, induit par les applications identité Ci  !
Ci 1, E 0i  ! E 0i 1.
Lemme 3.1.4.
L’algèbre répétitive d’extension par relations partielle C 0 est isomorphe au quotient C=E
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où E est l’idéal bilatère de C induit par les chemins dans Q C passant par les flèches qui
engendrent E 00.
Démonstration. En tant que k-espaces vectoriels, on a une décomposition directe
C =
266666664
: : : 0
: : : C 1
E0 C0
E1 C1
0
: : :
: : :
377777775
=
266666664
: : : 0
: : : C 1
(E 00  E 000 ) C0
(E 01  E 001 ) C1
0
: : :
: : :
377777775
=
266666664
: : : 0
: : : C 1
E 00 C0
E 01 C1
0
: : :
: : :
377777775

266666664
: : : 0
: : : 0
E 000 0
E 001 0
0
: : :
: : :
377777775
où E 00i = E 00 pour tout i 2 Z.
Notons E =
266666664
: : : 0
: : : 0
E 000 0
E 001 0
0
: : :
: : :
377777775
. On a donc que C = C 0  E en tant qu’espaces
vectoriels.
Maintenant, soit, pour tout i 2 Z, i 2 Ext2C(DC;C) = E 0  E 00. Ainsi, i =
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(0i; 
00
i ) avec 0i 2 E 0 et 00i 2 E 00. On définit, pour ci 2 C, une application H : C  ! C 0
tel que
H
0BBBBBBB@
266666664
: : : 0
: : : c 1
0 c0
1 c1
0
: : :
: : :
377777775
1CCCCCCCA
=
266666664
: : : 0
: : : c 1
00 c0
01 c1
0
: : :
: : :
377777775
:
Ainsi défini, H est un mophisme d’algèbres. En effet, soient
266666664
: : : 0
: : : c1 1
10 c
1
0
11 c
1
1
0
: : :
: : :
377777775
et 266666664
: : : 0
: : : c2 1
20 c
2
0
21 c
2
1
0
: : :
: : :
377777775
deux éléments de C et considérons le coefficient aij à la
iième ligne et jième colonne de leur produit. De la multiplication matricielle habituelle,
de l’application nulle Ext2C(DC;C) 
 Ext2C(DC;C)  ! 0 et du fait que E 00 est une
C   C-bimodule, on a que
aij =
8<:
c1i c
2
i si i = j
1i c
2
j + c
1
i 
2
i si i = j + 1
0 sinon
Par conséquent,
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H0BBBBBBB@
266666664
: : : 0
: : : c1 1
10 c
1
0
11 c
1
1
0
: : :
: : :
377777775
:
266666664
: : : 0
: : : c2 1
20 c
2
0
21 c
2
1
0
: : :
: : :
377777775
1CCCCCCCA
=
266666664
: : : 0
: : : c1 1c
2
 1
010 c
2
0 + c
1
0
02
0 c
1
0c
2
0
011 c
2
1 + c
1
1
02
1 c
1
1c
2
1
0
: : :
: : :
377777775
:
qu’on peut vérifier être égal au produit de
H
0BBBBBB@
26666664
0
: : : c1 1
10 c
1
0
11 c
1
1
0
: : :
: : :
37777775
1CCCCCCA =
26666664
0
: : : c1 1
010 c
1
0
011 c
1
1
0
: : :
: : :
37777775
et
H
0BBBBBBB@
266666664
: : : 0
: : : c2 1
20 c
2
0
21 c
2
1
0
: : :
: : :
377777775
1CCCCCCCA
=
266666664
: : : 0
: : : c2 1
020 c
2
0
021 c
2
1
0
: : :
: : :
377777775
:
Ce morphisme est évidemment surjectif et son noyau KerH est E , d’où C 0 = C=E .
3.2 Catégories de modules mod C 0 et modB
Soient A et B des algèbres avec A localement bornée en tant que k-catégorie et
considérons un revêtement galoisien F : A  ! B. Notre but est de caractériser le foncteur
de rabaissement F : modA  ! modB comme un produit tensoriel.
Pour ce faire, commençons par une courte introduction au produit tensoriel sur une
catégorie localement bornée.
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Définition 3.2.1.
Soit A une k-catégorie localement bornée, LA et AM des A-modules et V un k-espace
vectoriel. Un produit tensoriel L
AM de L et M est défini par la donnée :
a) d’une application k-linéaire t : LM  ! L
AM qui est A-bilinéaire, c’est-à-dire
telle que
i) t(l11 + l22;m) = 1t(l1;m) + 2t(l2;m)
ii) t(l; 1m1 + 2m2) = 1t(l;m1) + 2t(l;m2)
iii) t(la;m) = t(l; am)
pour l; l1; l2 2 L, m;m1;m2 2M , a 2 A et 1; 2; 1; 2 2 k.
b) En outre, t est universelle pour les applications A-bilinéaires, c’est-à-dire que si
g : LM  ! V est A-bilinéaire, alors il existe une unique application A-bilinéaire
g : L
AM  ! V telle que gt = g.
On note ordinairement l 
m = t(l;m).
L’existence d’un produit tensoriel sur une k-catégorie localement bornée suit des
résultats généraux de Freyd [Fre64], mais la preuve d’existence donnée dans [Ass97, (V)]
se transpose sans changement à notre situation.
Nous avons besoin des lemmes suivants :
Lemme 3.2.2.
Soient A et B deux k-catégories localement bornées, LA, AMB et NB des modules. Alors
on a un isomorphisme fonctoriel
L
A (M 
B N)  ! (L
AM)
B N
Démonstration. Comme dans [Ass97, (V.1.3)], l’application définie sur un généra-
teur du terme de gauche par
l 
 (m
 n)  ! (l 
m)
 n;
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où l 2 L;m 2M et n 2 N , est un isomorphisme d’inverse
(l 
m)
 n  ! l 
 (m
 n)
Lemme 3.2.3.
Soit A une k-catégorie localement bornée, e 2 A un idempotent primitif et LA, AM deux
A-modules. On a alors des isomorphismes fonctoriels
a) L
A Ae = Le
b) eA
AM = eM
Démonstration. Nous prouvons b), la preuve de a) étant semblable. On définit
f : eA
AM  ! eM par
f(ea
m) = eam;
où a 2 A et m 2 M . Alors, il est facile de vérifier que f est un isomorphisme d’inverse
em 7 ! e
m:
Le théorème suivant est une version du Théorème de Watts (voir [Ass97, (V.3)]) pour
les k-catégories localement bornées.
Théorème 3.2.4.
Soit B une algèbre de dimension finie et F : A  ! B un revêtement galoisien. Alors, il
existe un isomorphisme fonctoriel F = _
AB, où F : modA  ! modB est le foncteur
de rabaissement associé à F .
Démonstration. Munissons, d’abord, B d’une structure de A-module à gauche. Le
foncteur F induit un morphisme d’algèbres
 : A = EndAA  ! EndF(AA) = EndBB
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où le dernier isomorphisme est démontré dans [BG82, (3.2)]. On définit, ainsi, pour a 2 A
et b 2 B,
ab = (a)b:
Maintenant, soit M un A-module arbitraire. Il existe une présentation projective
P1 ! P0 !MA ! 0:
En appliquant les foncteurs exacts à droite F et _ 
A B à cette suite, on obtient un
diagramme commutatif à lignes exactes :
F(P1)

// F(P0)

// F(M) // 0
P1 
A B // P0 
A B //M 
A B // 0
où, en vertu de [BG82, (3.2)], pour i 2 f0; 1g, F(Pi) = e0iB (où e0i est l’idempotent de
B qui correspond à ei). On déduit donc, de l’additivité des foncteurs et du Lemme 3.2.3
(b), l’isomorphisme fonctoriel cherché.
On est maintenant en mesure de montrer le théorème principal de ce mémoire.
Théorème 3.2.5.
Il existe un diagramme commutatif de foncteurs pleins et denses
mod C
F

(_ 

C
C0)
// mod C 0
F 0

mod ~C
(_ 

~C
B)
// mod B
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où F; F 0 sont les foncteurs de rabaissement associés respectivement aux revêtements
galoisiens F : C ! ~C et F 0 : C 0 ! B.
Démonstration. En vertu du Théorème 3.2.4,
F = _ 

C
~C
et
F 0 = _ 

C0
B:
Prenons M 2 mod C. Du Lemme 3.2.2, on a la commutativité du diagramme. En
effet,
(_ 

~C
B)(_ 

C
~C)(M) = M 

C
( ~C 

~C
B) = M 

C
B:
De même
(_ 

C0
B)(_ 

C
C 0)(M) = M 

C
( C 0 

C0
B) = M 

C
B:
Il en est de même pour un morphisme f de mod C.
D’ailleurs, soit M un C 0-module. On a que M admet une structure naturelle de C-
module et, par rapport à cette structure, M 

C
C 0 = M C0 d’où le foncteur _ 

C
C 0 est
plein et dense. En vertu de [ABD+16, (2.3.4)] et le Théorème 3.1.1, F est plein et dense,
et dans [ABD+16, (Lemme 2.3.2)] on démontre que (_ 

~C
B) est plein et dense, d’où la
composition (_ 

~C
B)  F l’est aussi. Par conséquent, F 0 est plein et dense.
Exemple 3.2.6.
Pour illustrer les relations entre les différentes catégories de modules du dernier théorème,
prenons l’algèbre inclinée C de l’Exemple 2.3.2 et soit M = 20
51
2 mod C. La Figure 1
montre les représentations des carquois associées aux modules correspondants dans les
catégories mod ~C, modB et mod C 0.
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Exemple 3.2.7.
Soient C 0 et B comme dans l’exemple précédent. Alors, le carquois d’Auslander-Reiten
 (mod B) de modB est
4
3
2

1

3
2

EE
4
3

5
3
1 2

CC
3

DD
4 5
3

CC
2
BB
3
1

DD
5
3
CC
4

1
5
3
1
EE
1
4
DD
où les deux copies encerclées du module 1 sont identifiées. Le carquois  (mod C 0) est
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Pour finir ce mémoire, on liste des possibles conséquences du Théorème 3.2.5, soit des
questions qui restent ouvertes pour des prochaines investigations :
1. On a vu au Théorème 3.1.1 qu’il existe un foncteur plein et dense  : Db(modA)  !
mod C entre la catégorie dérivée Db(modA) et la catégorie de modules mod C de
l’algèbre répetitive amassée C. Le foncteur  induit l’équivalence
mod C = D
b(modA)
J
avec J l’idéal de Db(modA) décrit dans [ABS09, (2.1)]. La composition
(_ 

C0
C 0)   : Db(modA)  ! C 0
est alors aussi un foncteur plein et dense qui permettrait de décrire une équivalence
mod C 0 = D
b(modA)
K
où K est un idéal de Db(modA) à déterminer.
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2. Pour l’algèbre répetitive C^ [ABS09, (Théorème 3.4)] on décrit un foncteur ' :
modC^  ! mod C plein et dense qui induit l’équivalence des catégories
mod C = modC^L
pour un idéal L de modC^. On se demande si, étant donné l’existence d’un foncteur
plein et dense (_ 

C0
C 0) : mod C  ! mod C 0, on pourrait trouver une équivalence
mod C 0 = modC^I  J
où l’idéal I reste à déterminer, mais serait probablement relié à l’idéal E de C.
3. De plus, tel que décrit à la Section 2.4, l’algèbre d’extension par relations partielle B
peut être vue comme étant une algèbre intemédiaire entre l’algèbre inclinée amassée
~C et l’algèbre inclinée C et dans [ABD+16] on propose qu’il existe toute une famille
de telles algèbres intemédiaires, toutes admettant des tranches locales (voir aussi
[Tre17]). Or, il existe les revêtements galoisiens F : C  ! ~C et F 0 : C 0  ! B. Ainsi,
il se peut que, comme dans le cas de mod C et mod C 0, la k-catégorie de modules des
revêtements de chacune des algèbres intermédiaires puisse aussi s’exprimer comme
une k-catégorie quotient
Db(modA)
I
pour un certain idéal I
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